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Frage aus dem Tut: Wurzel aus negativen Zahlen in DGLs

Fragestellung

Wir haben im letzten Tut die gdngige Regel v—1 =i benutzt, um fiir E < V,, den Radikanden positiv
zu machen. Konkret haben wir

WY(E = Vo) = if—y (Vo — E) = iy (1) -y (Vo — E) = i/ (- Dy (Vo — E) = iiJy (Vo — E)
=—Jy(Vo—E)

geschrieben. Nach dem Tutorium kam der Einwand, dass sich ein Widerspruch ergibt, wenn man
folgendermafien rechnet:

iY(E = Vo) =V=1Jy(E = Vy) = /(1) - ¥(E — Vo) =¥ (E = Vo) # —y(V, — E).

Wir haben praktisch oben v—1 = i benutzt und unten i = v—1. Was ist nun richtig, was falsch?

Antwort: Grinde fir den Widerspruch

Es gibt fiir mich zwei mogliche Griinde, warum es zu obigem Widerspruch kommt: Beide hangen damit
zusammen, dass man mit Wurzeln negativer Zahlen vorsichtig sein muss:

—1=i2=V-1V-1={/(-D(-1) =V1=1

Oft liest man, dass die imaginire Einheit als i? = —1 definiert ist, aber dass das noch lange nicht

bedeutet, dass i = v—1 ist. Immerhin findet man mit folgender Rechnung auch kein eindeutiges
Ergebnis:

V=1 =etim = etiT/2 = cosr/2 + isinm/2 = +i.

Dieses Problem kéonnte man ggf. mit einer Einschrankung des Definitionsbereichs fiir das Argument
komplexer Zahlen beheben.

Auf Wikipedia habe ich aulerdem gefunden, dass man nicht v—1v—1 = /(—1)(—1) schreiben darf.

Antwort: Losung des Problems

Wo genau das Problem liegt, das auf obigen Widerspruch fiihrt, wiirde ich an dieser Stelle gerne den
Mathematikern tberlassen. Fakt ist: Beide der obigen Rechenwege sind falsch. Wie so oft machen
Physiker das aber trotzdem, weil es in der physikalischen Praxis keine Probleme macht. Warum das
keine Probleme macht, méchte ich im Folgenden zeigen.

Fir a > 0 sind wir uns vermutlich einig, dass folgende DGLs folgende Losungen haben:
1'(x) = afi(x) = fu(x) ~ etVax = gevax 4 pe-vax,
2 () =-af(x) = f2(x) ~ etivax = goivax 4 po-ivax

Oder, fiir allgemeine a € R,

etvax = gevax 4 pe-vax fiira > 0,

n — : ~
1 () =afi(x) f() {eii\/Hx = peilax 4 ge-ilalx  fir q < 0,
etiVax = gpivax 4 po-ivax fira > 0,

5 (x) = —afz(X) = fZ(x) ~ {ei_ lalx = Ae\/mx + Be_\/mx' fira < 0.
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So ist es richtig und Widerspruchsfrei. Das bedeutet: Streng genommen muss man immer eine
Fallunterscheidung bzgl. des Vorzeichens von a machen, sobald man die Léosung der DGL aufschreibt.
Streng genommen ist es also falsch fiir a € R zu sagen, die Losung von f"(x) = af (x) sei f(x) ~

etVax da+/a nicht fiir negative a definiert ist.

Als Physiker nimmt man’s in der Praxis nicht so genau und schreibt dennoch fiir beliebige a € R
einfach

) =afi(x) = fi(x) ~ etV@ 2 geVax 4 pevax,
2 () =—af,(x) = f,(x) ~ exiVax = geivax  go-ivax

Zwar stof3t man nun fiir a < 0 auf den Widerspruch, dass

fi(x) = AeV~lalx 4 Be=V-lalx = Aei\/,mx + Be_l:\/mx mit 1
Ae~Wlalx 4 petvlal  mit ]

fo(x) = AeWV-lalx + pe-iv-lalx = {Ae_mx + BeYlalx mit I
AeVlalx 4 pe=/lalx  mit 1y

je nachdem, ob man
I: J—lal = \/—_1\/|71| = i\/m oder
:  /=lal = —iiy/—lal = —iV=1\/~la] = —i\/(-D(lal) = —iy/]al

benutzt. Aber da 4, B ja an diesem Punkt eh erstmal beliebig sind, spielt diese Diskrepanz keine Rolle.
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